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CAPITULO I - PONTO E RETA

1. DISTANCIA ENTRE DOIS PONTOS
YA

¥B

Ya

0

A disténcia das entre dois pontos A(Xa, ya) e
B(xs, y8) € dada por:

dag = \/(XA - XB)Z +(ya- YB)2

Exemplo: Calcular a disténcia d entre (0,0) e (1,1).

Resolucgdo: Fazendo esquema no plano cartesiano:
YA

(1,1

<Y

Chamando o par ordenado (0, 0) de ponto A
e o par ordenado (1, 1) de ponto B e utilizando a
formula da distdncia entre dois pontos

dag = /(x4 - x)? + (ya - ¥8)?, segue
das=+/(0-1)2+(0-1)2 =

dAB =4/ (— 1)2 + (— 1)2 -

dAB = \/1 +1 =

dAB = \/i

Comentario: Conta a tradicdo que essa foi a inda-
gacdo de Pitagoras de Samos (570 a.C.), ou seria
de um de seus alunos, na Escola Pitagdrica. Até
entdo eles conheciam apenas os numeros racio-
nais, nao sabendo responder ao certo a medida
d = V2, do exemplo acima, chamaram-no de nu-
mero incomensuravel, mais tarde chamado nume-
ro irracional. Eles mostraram a existéncia desse
tipo de numero utilizando o teorema de Pitagoras,
que é base, também, para a geometria analitica.

EXERCICIOS PROPOSTOS

1) Calcule, em cada caso, a distancia d entre dois
pontos dados:

a) A(1,3) e B(9,9)

b) A(-3,1) e B(5,-14)

c) A(-4,-2) e B(0,7)

R:a)d=10;b)d=17;¢c) d =97

2) Calcule a distancia d do ponto M(-12, 9) a ori-

gem. R:d=15
3) Determine a disténcia SRR R I
entre os pontos M e N indi- -+i-i-- f /s"
cados na figura. ra=viis T
N pd
el
HEY AR
J',,, S PRGN LIS I AR R f
é/ 4 daa
M L

4) Calcule o perimetro do tridngulo ABC, sabendo
que A(l, 3), B(7, 3) e C(7, 11). R:P =24

§) Prove que o triangulo cujos vértices sdo os
pontos A(0, 5), B(3,-2) e C(-3, -2) & isbsceles; e
calcule o seu perimetro. rp=2ys5+6; du=dy =58

EXERCICIO DE VESTIBULAR

6)(U. E. Londrina-PR) Considere, no plano car-
tesiano, o paralelogramo de vértices (1, 1), (3, 3),
(6, 1) e (8, 3). A maior diagonal desse paralelo-
gramo mede:

(a)5vV5 (b) V71 (c)5V3 (d)V53 (e)3V5

R: (d)
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2. PONTO MEDIO DE SEGMENTO

YA
B
VBl ==
|
YmMp———— :
| |
Yap - : :
| | |
I I I .
0 Xa XM Xg x

Se A(xa ya) e B(xs, yB) sdo pontos distintos, en-
tdo o ponto médio M(xm, ym) do segmento AB é
tal que:

3.1 Coeficiente angular de reta dada a
sua inclinacao
YA

9 4

//

Chama-se coeficiente angular ou declividade
da reta r de inclinagdo «, < # 90°, o nimero

XA +Xp yA +¥B real m tal que:
XmM="> eyM=T m = tg «
EXERCICIOS PROPOSTOS 3.2 Coeficiente angular de reta dado dois

7) Obtenha, em cada caso, as coordenadas do
ponto médio do segmento AB.
a) A(1,7) e B(11, 3) c) A(0,3) e B(0,-3)
b) A(-2,5) e B(-4,-1) d) A(-6,9) e B(-2,-5)

R:a) M(6, 5); b) M(-3, 2); ¢) M(0, 0); d) M(-4, 2)
8) Sabe-se que M(a, b) é o ponto médio do seg-
mento AB. Se A(11,-7) e B(-9, 0), calcule as coor-
denadas do ponto M. rwu@,-7/2)

9) Uma das extremidades de um segmento é o
ponto cujas coordenadas sdo (-2, - 2). O ponto
médio desse segmento tem coordenadas (3, -2).
Determine as coordenadas x e y da outra extremi-
dade do segmento. rxy=@s-2

10) Calcule os comprimentos das medianas de
um triangulo cujos vértices sdao os pontos A(0, 0),

B(4, - 6) e C(—l, —3) « R: 310 (ou= 4,74),¥(m1 =6,36)e3

2

EXERCICIO DE VESTIBULAR

11)(PUC-MG) O comprimento da mediana CM do
triangulo ABC, sendo A(2, 3), B(4,3) e C(3,5), é:

@2 Vi (@2 (D (e)3
R: (¢)

CAPITULO II - ESTUDO DA RETA
3. COEFICIENTE ANGULAR DE UMA RETA

Declividade de uma rampa

¥

Na engenharia civil, quando
se diz que uma rampa tem
" declividade de 30%, isso
significa que a tangente do
angulo o« que a rampa
% forma com o plano horizon-

> tal é 0,3, ou seja, tg « =
0,3.

pontos

m=tg <= =
XB—-XA XA-XB
_YA~ VB
- XA-XB
EXERCICIOS PROPOSTOS

12) Se «x é a medida da inclinacdo de uma reta e
m é o seu coeficiente angular, complete a tabela:
o« | 0°]30°]45°|60°]90°|120° | 135° | 150°
m

13) Determine o coeficiente angular m das retas
que passam pelos pontos A e B e faca o grafico de
cada reta, quando:
a) A(1,4) e B(3,2)
b) A(4,3) e B(2,3)

c) A(2,5)eB(2,1)

d) A(4,1) e B(4,4)

R:a) m =%;b) m = 0; ¢) m = 3/2; d) m nio existe
14) Calcule a declividade da reta que passa pelos
pontos Pi(1,20) e P2(7,8). rm--2

18) Quando a quantidade x de artigos que uma
companhia vende aumenta de 200 para 300, o
custo de producdo y diminui de R$ 100,00 para
R$ 80,00. Determine a variacdo média de custo
representada pela declividade da reta que passa
por esses dois pontos. rm=-1/5
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16) Calcule o coeficiente angular m das seguintes
retas:

Rim=-1

Rim=35

EXERCICIO DE VESTIBULAR

17)(Enem-2016) Para uma feira de ciéncias,
dois projéteis de foguetes, A e B, estdo sendo
construidos para serem langados. O planejamento
é que eles sejam lancados juntos, com o objetivo
do projétil B interceptar o A quando esse alcancar
sua altura maxima. Para que isso acontega, um
dos projéteis descrevera uma trajetoria parabdlica,
enquanto o outro ira descrever uma trajetéria su-
postamente retilinea. O grafico mostra as alturas
alcancadas por esses projéteis em funcdo do tem-
po, nas simulacdes realizadas.
204 R PR R PR

[ R A -

gl - ./ ‘,

...........................

Altura (m)

gt g s e
7| SR SR [P SIENN. TR R ST RN UR R

2 I SRR S S S NN S

Com base nessas simulagdes, observou-se

gue a trajetéria do projétil B deveria ser alterada
para que o objetivo fosse alcangado.
Para alcancgar o objetivo, o coeficiente da reta que
representa a trajetéria de B devera
(a) diminuir em 2 unidades.
(b) diminuir em 4 unidades.
(c) aumentar em 2 unidades.
(d) aumentar em 4 unidades.
(e) aumentar em 8 unidades.

4. PONTOS COLINEARES

Trés pontos A(xa, ya), B(xs, y8) e C(x., yc) séo co-
lineares (alinhados) se, e somente se, mag = mxc
ou nNao exitem map € mgc.

Dados trés pontos A(Xa, ya), B(Xs, y8) € C(X, Yc),
dizemos que os pontos estao alinhados (colinea-
res) se, e somente se,

Xy, Y, 1

Xg Y 1| =0

Xc yC 1
EXERCICIOS PROPOSTOS

18) Verifique se os pontos A, B e C estdo alinha-
dos quando:
a) A(O, 2), B(_3, 1) e C(4’, 5) R:nao

b) A(-2,6), B(4,8) e C(1,7) xsm
) A(-1,3), B(2,4) e C(~4, 10) xno

19) Determinar o valor de m para que os pontos
A(m, 3), B(-2,-5) e C(-1, -3) sejam colineares.

Rim=2
20) Determine m para que os ponto A(0, - 3),
B(-2m, 11) e C(-1, 10m) estejam em linha reta.

Rm=-loum=7/10
21) O valor de um determinado carro decresce
linearmente com o tempo, devido ao desgaste.
Sabendo-se que hoje ele vale dez mil dodlares e,
daqui a cinco anos, quatro mil délares, qual sera
o seu valor daqui a trés anos? r:rss 40000

EXERCICIO DE VESTIBULAR

22)(Unificado-RJ) Uma barra de ferro com tem-
peratura inicial de -10 °C foi aquecida até 30 °C. O
grafico representa a variagdo da temperatura da
barra em funcdo do tempo gasto nessa experién-
cia. Calcule em quanto tempo, apds o inicio da
experiéncia, a temperatura da barra atingiu 0 °C.

b temperatura {"C)

tempo

(minutos)
(a) 1 min (c) 1Tmin10s (e) Tmin20s
(b) 1Tmin5s (d) 1min15s R: (d)

5. EQUAGCAO FUNDAMENTAL DA RETA

Ser é a reta ndao-vertical que passa pelo ponto
P(xo, yo) € tem coeficiente angular m, entdo uma
equagao de r é y - yo = m(X - Xo), denominada
equacdo fundamental da reta.

EXERCICIOS PROPOSTOS

23) Determine a equacdo da reta r que passa

pelo ponto A(-1, 4) e tem coeficiente angular 2.
Ri2x-y+6=0

24) Determine a equagdo da reta que passa pelo

ponto A(2, -3) e tem coeficiente angular %
Rix-2y-8=0

28§) Determine a equagdo da reta que passa pelo

ponto P(4, 1) e tem uma inclinagdo de 45°. rx-y-3=0

26) Usando a equacdo fundamental, obtenha uma
equagao da reta que passa pelos pontos A(2,5) e
B(4‘, 1). R:2x+y-9=0

2°7) Ache, a equacdo da reta r em cada caso:
a) b)
YA YA

- — -4

135°

I
=)
"
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R:%xnyr\E:O Rix+y=0

5.1 Equacao geral da reta
ax+by+c=0

, ho qual: - x ey sao varidveis;
- a, b e c sdo nimeros reais e

- a e b ndo simultaneamente nulos.

5.2 Equacao reduzida da reta

y=mx+n

, noqual: -m é o coeficiente angular da reta;

- n é o coeficiente linear da reta e

- X e y sdo variaveis.

Observacido: o coeficiente linear n é o valor da
ordenada do ponto quando a reta corta o eixo y.

EXERCICIOS PROPOSTOS
28) Escreva a equacdo reduzida da reta que tem
coeficiente angular m = 2 e que cruza o eixo y no
ponto (0, -3). riy=2x-3

29) Equacdo reduzida de uma reta é y = 4x - 1.
Calcule:

a) o ponto da reta de abscissa 2; r 7

b) o ponto de interseccao da reta com o eixo 0x;

c) o ponto de intersecgdo da reta com o eixo 0Oy.
R:b)(1/4,0);¢)(0,-1)

30) Dada a reta que tem como equacgdo 3x + 4y =
7, determine o coeficiente angular da reta. rm=-3/4

5.3 Obtencao da equacao de uma reta
sendo conhecidos dois pontos

Dados dois pontos distintos A(Xa, ya) € B(xs, yB),
uma equacgao da reta AB é:

Xa ya 1

X VB =0

Xc y¢ 1
EXERCICIOS PROPOSTOS

31) Consideremos a reta que passa pelos pontos
A(1, 4) e B(2, 1). Determine o coeficiente angular
m e o coeficiente linear n dessa reta. rm=-3en=7

32) Determine a equacdo geral da reta r:
a) b)

<Y

/O
Ria)-3x+y-1=0;b)4x+y+2=0

33) Sdo dados os pontos A(-1,-3), B(5,7), C(2, 4)
e D(0, 2). O ponto M; é o ponto médio do segmen-
to AB e o0 ponto M, é o ponto médio do segmento
CD. Determine a equagdo da reta que passa por
Mi e M. ri3x-y-4=0

6. INTERSECCI\O DE DUAS RETAS
YA

N

Yop-----

P (X0 o)

=]

/XO \S “x

A figura acima mostra duas retas, r e s, do
mesmo plano, que se intersectam no ponto
P(Xo, yO).

Como P pertence as duas retas, suas coor-
denadas devem satisfazer, simultaneamente, as
equacOes dessas duas retas. Logo, para determi-
na-las, basta resolver o sistema de equacdes for-
mado pelas equacbes das duas retas.

EXERCICIOS PROPOSTOS

34) Determine as coordenadas do ponto P(x, y),
intersecgdo das retas r e s em cada caso:
a)r:2x+y-1=0es:3x+2y-4=0r¢25
b)r:x+2y-3=0es:x-2y+7=0r¢2572

c)r: 2x+3y-8=0es:2x-4y+ 13 =0r¢-1/23)

38) Se as equacbes das retas suportes dos lados
de um tridngulo sdéoy=2x-1, y=5x-4ex=5,

calcule as coordenadas dos vértices do triangulo.
R: (5,9), (5,21), (1, 1)

36) Dado o tridngulo cujos vértices sdo os pontos
A(5,2), B(1,-3) e C(-3, 4), determine o baricentro

(ponto de encontro das medianas) do tridngulo.
R:G(1,1)

Observacoes:

Baricentro: é o encontro
das medianas num trian-
gulo.

O baricentro pode ser
encontrado pela expres-
sao:

XAtXp+Xc yatyBtyc
Xg=—-— _—
3 3
Assim, o baricentro G do tridngulo ABC sera
G(XA+XB+XC YA+YB+YC>
3 ’ 3

Assista ao video =2

€ yc=
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Ortocentro: ¢ o encon-
tro das alturas num tri-
angulo.

L

Assista ao video 2

Circuncentro: é o encontro
das mediatrizes num trian-
gulo, que coincide com o
centro da circunferéncia
circunscrita ao triangulo.

Incentro: é o encontro
das Dbissetrizes num
triangulo, que coincide
com o centro da circun-
feréncia inscrita ao
triangulo.

7. RETAS PARALELAS
As retas r e s sao paralelas, veja o gréfico
abaixo: YA

A X
y

Duas retas nao-verticais r e s de equacodes re-
duzidas y = m:x + n; € y = msx + ns, sao parale-
las distintas se, somente se:

Mr=mMs € Nr #Ns

Observacoes: Duas retas ndo-verticais r e s de
equagdes reduzidas y = m:x + nr € y = mgX + ns, sao
paralelas coincidentes se, somente se:

Mr=mMs € Nr=1Ns
e concorrentes se, e somente se:
mr # s

8. RETAS PERPENDICULARES
As retas r e s sao perpendiculares, veja os
graficos abaixo:
YA

B
/0/ N

Duas retas r e s, nao verticais, sdo perpendicu-
lares, se e somente se, o coeficiente angular de
uma delas é igual ao oposto do inverso do
coeficiente angular da outra.

1
ms=——
m,
EXERCICIOS PROPOSTOS

37) Dada a reta r de equagdo 2x-y+5=0¢€eo0
ponto P(3, 5), determine a equagdo da reta s que

passa pelo ponto P e é perpendicular a reta r.
Rix+2y-13=0

38) Estude a posigdo relativa dos pares de retas.
a) 3x-2y+1=0e4x+ 6y - 1 = 0 r concorrentes
b)y+x-7=0e2x-2y+1=0 rparalelas
€)2x-y-6=0e -4x+ 2y -5 =0 rparalelas

39) A equacdo de uma reta r é dada por:

y-1 x 4
1 1 1/=0
2 1 0

Determine a equacado da reta que passa pe-
lo ponto (4,7) e é perpendicular a r. rx+2y-18=0

40) Os pontos A(2, 1), B(-2, -4) e C(0, 2) séo os
vértices de um tridngulo ABC. Determine a equa-
cdo0 da reta suporte da altura relativa ao lado AB
do tridngulo. riax+sy-10=0

EXERCICIOS DE VESTIBULARES
41)(Fuvest-SP) Sdo dados os pontos A(2, 3) e
B(8,5).

a) Ache a equacdo da reta AB. rsi3y7-0
b) Ache a equacdo da mediatriz do segmento AB.

Riy=-3x+19
42)(Vunesp) Ache A s
os coeficientes angu-
lares das retas r e s
da figura e verifique [ TUINTTE TN
se elas sdo ortogo- I [
nais.

1

1
i
1
1
1
1

J-
[

1
- —

|

1

1

1
-— -

] ]

1 1

>

1 1 i

1 I X
—— @ --

1 I 1

1 1 I 1
——k o e - -

1 1 I 1
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43)(Enem-2003) Nos Uultimos anos, a televisdo
tem passado por uma verdadeira revolugao, em
termos de qualidade de imagem, som e interativi-
dade com o telespectador. Essa transformacdo se
deve a conversdo do sinal analdgico para o sinal
digital. Entretanto, muitas cidades ainda ndo con-
tam com essa nova tecnologia. Buscando levar
esses beneficios a trés cidades, uma emissora de
televisdo pretende construir uma nova torre de
transmissao, que envie sinal as antenas A, B, C, ja
existentes nessas cidades. As localizagdes das an-
tenas estao representadas no plano cartesiano:

A torre esta situada num local equidistante
das trés antenas. O local adequado para a cons-
trucdo dessa torre corresponde ao ponto de coor-
denadas
(a) (65; 35)

(b) (53; 30)

9. DISTANCIA ENTRE PONTO E RETA
YA

(c) (45; 35) (e) (50; 30)
(d) (50; 20) R: (e)

QP(XO: Yo)
~

0 / ¢
r:ax, + by, + ¢

A disténcia d entre um ponto P(xo, yo) € uma
reta r: ax + by + ¢ =0 é dada por:

de |axo + by, + ¢
va? + b?

EXERCICIOS PROPOSTOS

44) Calcule a distancia d do ponto P(2,1) a reta r:
3x-4y+8=0. ra=2

48) Determine a distancia d entre o ponto A(2, 1)
earetar, de equacao x+ 2y -14 = 0. ra=2s5

46) Calcule a distancia d do ponto P a reta r em
cada caso:
a)P(5,7)er4x-3y+2=0 ra=1s5

b) P(1,-2) er:y=2x+1 o s
c) P(—l, 4—) er:x+y=0ra=3v22

d)P(2,6) er:2x+1=0 ra-sp

47) Qual é a distancia d entre a origem e a retar,
que passa pelos A(1,1) e B(-1,3)? ra=v2

48) Calcule a distancia d entre as retas paralelas
12x-9y+27=0e 12x-9y-18=10.ra-=3

49) Os pontos A(2, 1), B(-2, -4) e C(0, 2) s&o os
vértices de um triangulo ABC. Determine a medida
da altura relativa ao lado BC do triangulo.

§0) Determine a medida da altura do trapézio
cujos vértices sao os pontos A(1, 1), B(6,1), C(2, 3)
e D(4, 3). R:h=2

10. CALCULO DA AREA DE TRIANGULO

A area A de tridngulo cujos vértices sdo os pon-
tos E(xg, ye), F(xr, yr) € G(Xc, yc) € dada por:

D| Xg yg 1
A=T' emqueD=|Xg Yy 1
X¢ Ve 1

EXERCICIOS PROPOSTOS

§1) Calcular a area do tridangulo cujos vértices
sao os pontos A(2, 4), B(-6,2) e C(0,-2). ra-2

§2) Determine a area do tridngulo cujos vértices
s3o os pontos:
a) A(—3, 3), B(—l, 1) e C(4, 0) R:A=4

b) A(-1,2), B(4,-3) e C(0,-6) xa-s17

§3) Determinar a area do quadrilatero ABCD, sa-
bendo que seus vértices sao os pontos A(2, 0),
B(3, 1), C(l, 4) e D(O, 2). R:A=11/2

§4)(U.F. Vigoas-MG) As retas r e s do grafico
tem equagbes y =x+5e YA
y = X - 3, respectivamente. f\
Pode se afirmar que a area

do triangulo ABC é:

]
/
(a) 2 (b)% ()1 (d)2v2

R: (¢)

CAPITULO III - CIRCUNFERENCIA

11. EQUA(}Z\O REDUZIDA
Seja, no plano cartesiano, uma circunferén-

cia A de centro C(a,b) e raior.
YA

V2
8)7

G(x,y)

>

(=]
% /
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Considerando um ponto genérico G(x, y),
segue CG=r = ,/(x—a)2+(y—b)Z=r =

(x-a)? + (y-b)* =r?

Denominada equagao reduzida da circun-
feréncia A de centro C(a, b) e raior.
Observacoes:
e Ser>0, A éreal;
e Ser=0, A se reduz a um ponto;
e Ser¢R, A é imaginario.

EXERCICIOS PROPOSTOS

§8§) Obtenha a equagdo reduzida da circunferén-
cia de centro C e raio R, nos seguintes casos:
a) C(4—, 6) eR=3 R: (x-4)2+ (y-6)2=9

b) C(0,2) e R=V5 kvt 29=5
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C) C(—3, 1) e R:E R: (x+3)2+ (y-1)2=9/4

d) C(O, 2) e R='\/7 Rix?+(y-2)2=7

§6) Determine o centro C e o raio r da circunfe-
réncia cuja equacao reduzida é:

a) (X—6)2 + (y—Z)Z =16 rcE2),r=4

b) (x + 4-)2 + (y- 1)2 = 3 rc(41,r=v3

c) (x+ 2)2 + y2 = g R: C(-2,0),r = 4/5

d) Xz + (y + 1)2 =2 R: C(0,-1),r=v2

Continua em Apostila de Geometria Analitica II (9 paginas,
36 questdes, com gabarito) 2> alfa o A ni v N
beta B R ksi é =
12. OBJETOS DIGITAIS DE APRENDIZA- gama Y IF; omicron | O O
GEM - ODA sa | 5 | A % | = |0
épsilon € E rho p P
dzeta £ Z sigma G ¥
eta n H tau T g
teta (5} @ upsilon v Y
iota 1 I phi ¢ (6]
capa K K khi % ¢
Apostila em pdf lambda | A psi W 87
mi 0 M omega ™ Q
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